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固结问题的非线性局部点插值法解研究 
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摘  要: 局部点插值法是一种新型的无单元法，该法构造出的位移和孔隙水压力的形函数具有 函数特性，所以，本质边界

条件很易处理。首先，介绍了基本理论，给出求解比奥固结问题的主要公式。其次，对复层软基堆载引起的固结和沉降问题

作了计算，其中节点采用均匀分布方式，且为了考虑土体的非线性特性计算程序中耦合了邓肯-张模型。最后，把计算值与

有限元法、一维固结理论计算结果进行了对比。结果表明该法精度高，令人满意。 
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Study on calculation of consolidation problem using 
nonlinear local point interpolation method 
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Abstract: Local point interpolation method is a new type meshless method. Because its shape functions for displacements and pore 
water pressures possess delta function property, the essential boundary conditions can be imposed easily. After the basic theory is 
introduced and the main equations for solving Biot’s consolidation problem are developed, the consolidation and settlement of one 
multi-layer soft ground subjected to heaped loadings are calculated with it. Furthermore, the famous Duncan-Chang model is adopted 
in consideration of nonlinear properties of soil, and the uniform point distribution mode is selected. At last, comparisons with the 
results of one-dimensional consolidation method and FEM show that this method is more accurate and satisfying. 
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1   引  言 

近些年来，无单元法的应用取得了长足的发

展。相继出现了离散单元法（DEM）[1]、无单元伽

辽金法（EFG）[2]、再生核质点法（PKP）[3]等等。

本文在 Liu，Gu 和 Wang（2001 年）[4~7] 等提出了

点插值法（PIM）的基础上，采用其非线性求解软

基堆载引起的固结和沉降问题，取得令人满意的

结果，也为路基、堤坝等类似问题提供了求解新

思路。  

2  平面应变比奥固结理论 

2.1 基本理论 
饱和土是由土颗粒骨架和孔隙水构成的，这两

个系统相互作用，比奥固结理论对此提供了一个宏

观的理解。著名的比奥固结方程主要由土体的平衡

方程和连续性方程组成[8]，一般文献均有介绍，此

处不再赘述。 
2.2 边界条件 
   此类问题的边界条件为： 
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式中  q ， t 分别为确定的边界上的孔隙水流量、

表面张力值，u ，p 分别为边界位移和边界孔压值；

n̂为边界 和场 上的单位法向矢量， ijK 为渗透

系数张量。  
2.3  初始条件 

对于场 中任意 x ，在初始时刻 t = 0 有： 
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2.4  变分方程 
用 wδ 和 ivδ 分别表示孔压和位移增量，平衡

方程和连续性方程的加权残值形式为[7~9] 
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分步积分并应用格林公式，可得到最终形式：                                 
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时间积分方案一般表达如下： 
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式中  0≤ ≤1。 

3  局部点插值法基本内容[4~7] 

在局部点插值法中，计算域是用一系列点来离

散的，每个点都有一定的影响域（ Influencing 
domain），某特定节点处的位移，是通过对该点的

影响域中的其它点位移进行插值而得到。设场
中一函数 u (x)，局部点插值法通过点 xQ的各相邻

节点进行多项式插值得到其近似函数为  
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式中  n为点 xQ 的相邻节点数；pi (x) 在二维坐标

系中为单项式, 可以通过著名的帕斯卡三角形[10]构

造出，在二维场中表示为 
(Tp x) ]  1[ 22 yxyxyx    （7） 

这就是局部点插值法所用的基函数。 
ai(xQ)是 pi(x)的系数，它可以让插值函数

),( Qxxu 通过所有的 n 个分散的节点求得。在第 i
点处插值函数可表示为 

iu pT (xi) a， i = 1，2，3，…， n    （8） 

式中  iu 是u 在 ixx  时的值。 
式（8）有 

                 apu* Q                （9） 

式中     * u ;][ T
21 nuuu   

T
Qp = [ p(x1)  p(x2) … p(xn)]       （10） 

根据式（9）有     *upa 1
Q
          （11） 

将式（11）带入式（6）有 

),( Qxxu (pT(x) 1
Q
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式中  )( x 为局部点插值法构造出的形函数，其

矩阵式如下： 

 )]()()()([)( 21 xxxxx ni   （13） 

针对本文固结问题，孔隙水压力和位移形函数

阶数相同，形式一样，分别表示如下： 
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为了保证式（11）中 1
Q
p 的存在，本文程序中

采用了文献[6，7]的坐标转换法，先在局部坐标中

求得形函数导数再变化到全局坐标系中。 

4  计算模型 

为了考虑土体的非线性，本文选用了著名的

Duncan-Chang 模型，主要公式如下[8]： 
加载时： 
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卸载时： 
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该模型包含了 8 个计算参数：c， ，k，Rf，n，
G，F 和 D。各参数以及式（15），（16）中各符号

具体含义此处不再赘述[8]。 
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5  实例计算 

某软土地基的典型地质剖面见图 1。有 3 层天

然土层：0～2.2 m 为灰色粉质粘土；2.2～25.8 m  
为淤泥夹少许粉土、粉砂等；25.8～30.0 m为灰白

色粉质粘土。为了对该软基进行处理，地表中心区

域内有用来预压的填土堆载。设填土是一次性施加

的，重度为 20.0 kN/m3，高度为 1.5 m，顶、底宽均

为 38.7 m。计算中作了简化处理，把填土重力荷载

折算成面力荷载作用在地基相应结点上。 
     

 填  土 

粉质粘土 
 

           y              淤  泥 
       

                   x     粉质粘土 
 

图 1    平面应变固结问题 
Fig.1  The problem of plane strain consolidation 

 
这属于平面应变固结问题，非线性局部点插值

法主要计算参数见表 1。根据分层总和法可知实际

沉降计算深度在 25.1 m。为了满足位移等边界条

件，计算域长度取为 80.0 m，深度取为 30.0 m。

笔者认为，地表及计算域两侧为透水性边界，底部 
为不透水性边界；且计算域两侧及底部的 x，y 方向

位移约束到零，并设地下水位在地表处。计算域内

节点具体设置状况见图 2，整个计算域内共设置了

713 个节点，各层土中的节点分布密度不同，第 1，
3 层土因厚度小，节点布置得较密；第 2 层淤泥土

厚度达 23.6 m，故节点安排得较稀疏些。同时，还

选取了 4 个节点作为计算中的参考点，点号及坐标

为：585（46.0，28.9），316（46.0，16.0），441（55.5，
24.0），698（40，30）。 
 

 
图 2  计算域内均匀节点分布图 

Fig. 2  Uniform arrangement of nodes in calculation region 

 
表 1    非线性计算参数表 

Table 1  Nonlinear calculation parameters  
土层 
编号 

γ 
/ kN·m-3 

φ 
 /（°） 

c 
/ kPa 

模型参数 
Rf         k          n          G          F          D 

Kx，Ky 

/ cm·.d-1 

1 9.3 15.2 61.8 0.79 134.4 0.36 0.31 0.04 2.01 0.040 

2 8.6 18.35 13.6 0.95 95.7 0.46 0.29 0.23 1.10 0.018 

3 9.0 18.9 42.1 0.76 127.5 0.59 0.30 0.10 4.51 0.035 

 

局部点插值法基本计算步骤如下：（1）确定计

算域，布置结点和背景网格，设定基函数；（2）对

背景网格循环，寻找高斯点并对高斯点循环，找出

各高斯点处的相邻结点，同时构造出相应结点处

的形函数；（3）组装系统刚度矩阵和荷载列向量；

（4）求解系统方程得出位移、应变和应力，并根

据相应标准进行高斯点处应力的修正；（5）计算结

束。 
为了比较，同时进行了非线性有限元计算，它

是采用耦合了非线性模型的 Crisp 软件[11]完成的。 
图 3 是用本文方法得出点 698（40.0，30.0）处

（即填土堆载中心线上原地面点）的沉降变化曲

线。由图可见，非线性局部点插值法计算结果与

有限元法吻合较好，二者均能对沉降的发展趋势

进行很好的计算，但它们都比分层总和法结合一

维固结理论计算值要大，这是因为后者没有考虑

侧向变形所引起的沉降，故计算得出的沉降量偏

小；而本文方法以及有限元法均是以二维固结理

论为基础的，计算中考虑了应力历史的影响，同

时，又计及侧向变形、土体的非线性等，故计算

结果较接近实际。 

 

               
图 3  地面填土中心（点 698）处沉降曲线 

Fig. 3  Settlement curve of surface at point 698 
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    图 4 显示了 3 个不同节点处超孔隙水压力（图

中用 P 表示）在 100 d 内的消散曲线，可见非线性

局部点插值法与有限元法解也是高度吻合的。 

 

 
图4   孔隙水压力消散曲线 

Fig. 4  Dissipation curves of excess pore water pressure  
at different points 

 

    孔隙水压力的初始峰值来源于填土堆载的施

加，后来各点的超孔隙水压力都随时间延长逐渐地

消散。由于点 316，441 均位于含水率较高淤泥层

中，故初始峰值较点 585 明显的高，但孔隙水压力

随时间消散比点 585 慢。点 585 只要 1 个月左右超

孔压为 0，而点 316 和 441 则需要 3 个多月的时

间。其中，点 441 的孔压值大于 316 点，是因为前

者在计算域中所处的位置要高些，受填土荷载影响

较大。 
图 5 是采用局部点插值法得出的堆载后第 24 d

的地基内沉降等值线，堆载区域下的沉降绝对值随

深度变大而减小，堆载区域两侧沉降呈对称发展，

且随离中心距离的增大沉降绝对值也减小，可见本

例中所取的计算深度和宽度是可行的。堆载中心点

处沉降值最大，第 24 d 时沉降约为 20 cm。 

 

 

图 5  第 24 d地基沉降等值线图  

Fig. 5   Settlement isolines of foundation after 24 days  

 

6  结  语 

（1）局部点插值法是新型的无单元法，前、后

处理均较有限元法简单，其只需要节点的相关信

息，不必将节点连成单元。此外，它计算出的是节

点处应力等，这样，可方便地进行应力等值线绘制

等后处理。 
（2）本文考虑到土体的非线性特性，提出非线

性局部点插值法，把邓肯-张模型引入到本文无单

元中，计算结果和非线性有限元法十分接近。 
（3）局部点插值法是基于比奥固结理论的，它

能考虑土的应力历史影响、侧向变形等问题，所以

比基于一维固结理论中的计算结果更接近实际。 
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